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Vorwort.

Die Bigenschaften der gleichseitigen Hyperbel findet man
in den Lehrbiichern tiber Kegelschuitie meist aus denjenigen
der allgemeinen Hyperbel hergeleitet. Deshalb konn die Her-
leituny nicht denjenigen Grad der Hinfachheit erreichen, zu
dem man unschwear gelangt, wenn man von gewissen charakte-
ristischen Bezichungen ausgeht. Die hauptsichlichsten sind
wohl die beiden folpenden, von denon jede sofort ant die an-
dere zurilckgefiihrt werden kann: 1} Die gleichseitige Hyperbel
ist das Erzeugnis zweler gleicher nnd ongleihlusfender pro-
Jjektivischer Btrahlenb@ischel oder olomentar ausgedriickt, jede
Sehne einer gloichacitigen Hyperbe! erscheint den Endpunkten
vines Durchmessers untor gloichen oder supplementiren
Winkeln. 2} Der Hohenpunkt eines der gleichseitigen Hy-
perbel eingeschrishenen Dlreiscks liegt anch auf derselben. —
Bteiner heweist diesen Batz (of die Theorie der Kegelschnitta
i clementarcr Darstellung, bearbeibet von (eiser) mittelat
des Paskalschen Satzes und durch Polarisation und anch sonst
iet ein recht einfacher elementarer Beweis desselben nicht ge-
gaben, ;
Bei einer Theorie der gleichseitigen Hyperbel miilste
man also naturgemdifs von jener zuerst genannten Erzeugunge-
art ausgehen und man gelangt in der That mittelst derselben
(112—121) zu den wesentlichsten Eigenschaften in durchaus
einfacher Waise, Wenn trotadem ein anderer Weg einge-
schlagen ist, der ibrigens ebenso leicht zu den wichtigsten
Sitzen fihrt, so geachah dies ava dem Grunde, dals man aof
demselben such pleichzoiti zur Theorie der allgemeinen Ty-
perbel gelangt. Disser Weg nimmt eeinen Auspangspunkt
von den der Hyperbel eigenthflmlichen Eigenschaften der
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Asymptoten. Schon die einfache Form der Hyperbelgleichung
in Begug unf die Asymptoten fihrt darauf, die durch dieselbe
ausgedrickte Beasiohung zum Auspangspunkte zu  wihlen.
Diese Gleichung sagt eber aus, dafs jede Tangente anf den
Asymptoten Streckon ven konstantem Produkte begrenst.

Dadureh wird man auf den Gedanken gefihrt, eine ana-
loge Eigenschaft, die der Ellipse nnd Hyperbel gemeinsam
zukommt, uls Ausgangepunkt einer gemeinschaftlichen Be-
handlung beider Kurven zu wihlen. Diese Eigenschaft, dafe
jede Tangente auf den Scheiteltangenten Btrecken von kon-
astantem Produkts hogrenst, fibré anch wirklich (221—227)
in einfachster Weise zu den beiden Hauptarten von Eigen-
schaften der Kegelschnitte, zu denen der Drennpmmkte und
zu den harmonischen Eigenscheaften,

Der tiefors Grund fiir dicse leichte Herloitung der har-
monischen Bezichongen avs den genannten Eigenschaften ist
wohl darin zu suchen, dufs diese in metrischer Form ansge-
detickten Eipenschaften eine fundamentale harmonische Be-
zishung zwischen vier Tangenten wnd in unmittelberer Folge
zwischen wier Punkten eimes Kogolschmittes darstellen, Sie
lassen sich in dip Form bringen: Wenn vier Tangenten sine
Boheiteltangente oder eine Asymplote harmonisch schneiden,
80 schneidon sie auch die andere und endlich jede Tangente
hormonisch, — Auch kel der Parabel lifst sich diese Her-
leitung, in gesigneter Weise modifiziert (252—254) zur An-
wendung bringen,

Die harmonischen Kigenschalten {ireten sofort, aueh bei
der olementaren Behandlupg, in den Mittelpunkt der Betrach-
tung und erst die Erkenntnis der innigen Beziehungen swischon
den Brennpunkte- und Polareigenschatten 1ifst puch die har-
monigehe Natur der erstercn hervortreten. Diese Beziehungen
miglichst klar und einfach darsvstellen wird das Ziel jeder
olementaren Bohandlung der Kepelschnitie sein milssen.

Die erste elewcntare Ableitung der Polareigenschaften,
wenigateus fiir die Parabel, findet sick wohl in der kleinen
Schrift von Bimon: ,Die Kegelschnitte behandalt fitr die Repe-
tition in der Gymnasialprime. I Teil. Die Parabel” Fir
alle drei Kegelschnitbe gab darauf der Verfasser mehrere ele-
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mentare Ableitungen (of. Milinowski: ,Elementar-synthetische
Geometrie der Kegelschmitie, Teipsig, bei Teubner,” und ,die
Eegelschunitte, behandelt fir die oberen Klussen htherer Lehr-
anstalten. Berlin bei Calvary®). Eine andere Ableitung findet
gich in dem Buche von Taylor: ,An introduction to the
ancient and modern geometry of conica” Alle diese Ab-
leitungen bernhen entweder anf der Abbildung des Kegel-
schnittes auf einem Kreige ood setzen also die Polarentheorie
desselben voraus oder sie haben doch nicht den winschons-
werten Grad von Einfachheit. — In den bairischen Blittern
fir das Realschnlwesen hat neuerdings Hanse eine Methode
angegeben, dic gloichzeitip die Eigeoschuften der Bremnpunkte
und die harmonischen Eigenschaften und zwar fiir alle dre
Eepgelschnitte (158—161, 233, 234, 251) aus dem Satze her-
leitet, dals die vier Geraden, welehe zwei Punkie eines Kegel-
schpittes mit den beiden Brennpunkien verbinden, einen Kreis
beriihren. Zwar selzt diese Methode die Polarentheorie des
Kreises' nicht voraus, nimmt aber doch entferntero Kreiseigen-
schaften n Apapruch, sc = B, den Bakz, dals vono den Ahn-
lichkeitspunkten dreier Kreise viermal je drel in einer (Fe-
raden liegen.

Der oben wngegebene Batz von den Asymptoten und
Hcheiteltangenten fithrt unpemein sinfach und pur mit Te-
nutzung harmonischer Bezlobunmen zu der fundamentalen har-
monischen Eigenschaft eines Kegelschnittes, dals vier Punkie
desselben, welche aus einem fiinften Puakte durch harmo-
nizche Strablen projiziert werden, ave jedem Kegelschnitt-
punkte durch solehe Birahlen projiziert werden. Aua ihr
fliefst die Polarentheorie (207, 221—227) der Kegelschnitte,
Fir die gleichseitige Hyperbel folgt die letzte unmittelbar
aus dem Batze, dafs jede Sehoe den Endpunkien eines Durch-
messers unter gleichen oder supplementiren Winkeln er-
scheint. (37.) '

Zur Obertragung von Kreiscigenschaffen anf den Kegel-
schnitt sind zwei Methoden zur Verwendang gekommen, die-
jenige der Centralprojektion (§ 5) und (163, 155, 260, 276)
die der harmonischen Verwnndischaft (cf Milinoweki, Ele-
mentar-synthetische Geomelrie der Kegelschnitte). Die letztere
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ist in mancher Hezishung, namentlich aber da, wo es wich
um Ausfithrung von Konstroktionen handelt, der ersten vor-
zuziehen, welche trotz grifserer Anforderupgen so die Vor-
atellungskraft besonders bei Herleitung metrischer Beziehungen
schwerer anzuwenden ist. Dazu kommt, dals die Handbabung
des harmonizehen Gebildes wegen seiner gleichzeitigen me-
trischen und Lagenbesishungen ein vermittelndes Band bildet
zwischen den bisherigen elementaren Betrachiungsweisen nnd
den Methoden der Geomstrie der Lage.

Im sechsten Paragraphen finden sich Erginsungen und
Aufgaben, unfer demen die Konstruktion. des Krtimmungs-
kreises (B2--88), die Drelteilung dex Winkels (104. 271}, das
Delische Problem (105—106), die EKonstrukiion der gleich-
seitigen Hyperbel aus vwei Punkten und Tangenten (152—
184.}, die Erxzeugunyg derselben mittelst des Kreisbischels
(126—128) und avs der Geraden (112—121) hervorgehoben
werden migen. Einzelne der Aufgaben disses DParagraphen
sind dem sehon aben angefihrten Weorke von Taylor ent
nommer, der sie chne Aofldsang mitteilt,

Wegen der mannigtachen Beziehungen der pleichscitigen
Hyperbal zu den tbrigen Kegelachnitfen sind die wosentlichsten
Eigenschaften derselben [ letsten Paragraphen zonsammen-
gestellt,

Unter allen Kepelschnittem ist keiner der elementaren
Behandlang so zuginglich, wis die gleichseitize Hyperbel und
trotzdem  bositzt ansere mathematisehe Literatur kein Buck,
welches die Eigeoschaften derselben in elementarer und ein-
heitlicher Weise im Zusammenbange darstellt. Dieses Ziel
hat sich der Verfasser in vorliegendem Werkchen gesteckt
und hofft dadurch Allen, welebe Beruf oder Neipung zur ele-
mentsren Betrachtung der Kegelschuitte fihren, keine unwill-
kommene (labe darzubringen. Namentlich sber hofft or da-
dorch auch dem Gedanken, dals dag harmonische (Gebilde ein
durchaus elementaren ist, weilere Geltung und der Anwendung
desselben in der elementaren Gecmetrie grifsere Aushreitung
zu vorschaffon,

Weilsenburg im E., April 1885,

Milinowaki
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