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Anzeige von Heft II1 der Kreiseltheorie.

Nach lingerer Pause, welche durch meinen Ubergang in ein neues
Lehramt hedingt wurde, folgt anf das zweite Heft der Theorie des
Kreisels (erschienen 18298) nunmehr ein drittes Teff. Dasselhe hildet
nicht, wic es beabsichtigh war, den BehluB des Werkes; es zeigte sich
mimlich, daB sich der Stoff auBerordentlich dehnte, sobald das all-
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemill dem urspriinglichen
Plane des Werkes, anf die hesonderen Bedingungen des Versuches oder
auf die mamnigfachen Fragestellungen der verschiedenen an der Kreizel
theorie inferessierten Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die-
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellong gekommen; die
teehnisehen nnd physikabischen Anwendungen verbleihen fiir cin viertes
(lotrtos) eft.

Wiikrend sich der Beginn der vorliegenden Lieferang inhaltlich an
die vorangchenden Kapitel anlehni wund in einem Nachirar s Eap. VI
den anf der Horizontalebens spielenden Kreisel hehandelt (durch Nidhe-
yngsrechnungen mit strenger Fehlerabsehiitzung), geht der Inhalt des
Kapitels VII wesentlich idiber den Kreis derjenigen ['robleme hinaus,
welche in der analytischen Mechenik idealer Mechanismen behandelt zu
werden pilegen.  Hisr werden die allgemeinen Erfahrungen diber die
Wirkung der Reibungseinfliisse dargestellt und im Anschlusse daran die
ligibung im Btitzpunkte des Kreisels und deren Wirkung, dns Anf-
richten der Kreizselaxe, ausfithrlich diskutisrt. Da eiverseits die er
fahrungsmiibigen Grundlagen fiir den Apsatz der Reibungsprobleme
nicht sebr sicher sind, da andrerseits die mathematischen Schwierie-
keitem bei der strengen Durchffthrung des Ansatzes sehr groB sein
wiirden, so wird die Behandlung zum Teil aof @aphischem Wege, mit
fmhilfenahmo von Vernachlissipungen und Nibernngsmethoden durch-
wefithrty wie solche bereits an fritheren Stellen der Kreiseltheorie wieder-
holt empfoblen wurden, Die Schiirfe dieser Methoden reicht véllig aus,
sofern man als eigentliches Ziel im Auge bebilt: von den in der Wirk-
lichkeit zo heobachtenden Trecheinungen ein klares qualitatives und ein
imuerhull der lehlergrenze der Beohachtungen genaues guantitatives
Bild 2o entwerfen. Neben der Heibung im Stiitzpunkie werden als
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weitere, die ideale Kreiselbewegung entstellende Ursachen der Lufi-
widerstand, die Elastizitit des Kreiselmaterials und der Unterlage be-
rlicksichtigh. Hierbei waren zum Teil bereits die Riicksichten auf spiitere
Anwendungen mafigebend, zam Teil solllen diese Untersuchungen als
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen El‘suhai.uuugun oder, wie es
hier gelogentlich ansgedriickt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im
Gregensatz zur himmlischen Mechanik, in welcher die hier behandelten
Einfliisse meist nicht in Betracht kommen, oder zur reinen analytischen
Mechanik, in welcher solche Einflisse zu Gunsten der Eleganz der
mathematisehen Entwickelung gewthnlich vernachlissipgt werden). In
eingm Nachtrag mu diesem Kapitel wird sodann, nnter Hinzuziehuns
von Beohachtungsmaterial, die Behondlung des anf der Ebene spielen-
den Kreisels mit Riicksicht anf die Reibung ergiinzt.

Kapitel VIII behapdelt in einem ersten Absehnitt die astronomi-
schen Anwendungen der Kreiseltheorie, in einem zweiten die geo-
phrsikalischen,

In den klassischen Problemen der Priicession und der doreh die
Mondbewegung erswungenen Nutation konnten figlich veue Ergebnisse
uicht beigebracht werden. Der Gegenstand ist von allersher so er
schopfend behandell worden, dall die vorliegende Darstellung lediglich
darauf hinznzielen hatte, die {fir den Nichtfachmann nicht immer dureh-
sichtige Darstellnngsweise der Astronomen dureh ein anschaulicheres
Verfahren zn ersetzen. Das Mittel hiersm hot eine Methode von Gaulh
zur Storungsrechnung, welche kier nach verschiedenen Hichinngen ans-
gebaut wird.

Im Gegensatz hierzu sind die in dem geophysikalischen Absehnitt
nntersnchten Probleme zum Teil jingsten Datums. Es handelt sich
hier namentlich wm die freien Nutationen der Frdaxe, deren Periode
von Chandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol-
schwankungen iiberhanpt.  Sowohl in der Darstellung des objektiven
Sachverhaltes wie in der Erklirung desselhen diirfte die hier gehotene
Behandlung entseliedene Fortschritte aufweisen. Wegen der grund-
legenden Wichtigkeit der Frage wurden bei der Erklirung der vierzehn-
monatlichen Chandlerschen Periode aueh die erforderlichen Hilfssitne
aus der Hydrodynamik und der Elastizitatstheorie aufgenommen und
suf vereinfachtem Wege bewiesen. Ferner wurde znr Erklirung der
jihrlichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi-
schen Massentransporte entwickelt, wobei sich sbermals die in den
fritheren Heften betonte Tmpulstheorie und die freiere, begriffliche Auf-
fassung der dyuamischen Differentialgleichungen als hesonders frucht-
bar erwies, Den Schluf des geophysikalischen Abschnittes bildet die
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Besprechnug der beriihmten Foucaultschen Kreiselversuche zum Nachweis
der Brdrotation. Hier kam es einerseils darauf an, unntige mathema-
tische Schwierigkeiten anszuschalten, welehe in den ilteren Darstellungen
der Fomeaultschen Versuche emmen breiten Raum cinnehmen, andererseits
(ie stérenden Einfllisse hervorzukehven und ihrer Gréfenordnnng nach
abzuschiltzen.

Anf Wunsch meines hochverehrten Lehrers F. Klein habe ich
schlieBlich darauf hinzuweisen, dab ich bei der Abfassung dieses Heftes
noch in weit hiherem Grade wie bei den vorangehenden Heften tiber
den Inhalt der wrepriinglichen, von Herrn Klein gehaltenen Universitits
vorlesnng hinausgegangen bin. Die in Kapitel VII gegehenen Aus-
fahrungen zur Mechanik der stirenden Einfliisse waren in jener Vor-
lesung nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die hierzu er-
forderlichien Integrations- und Nitherungsmethoden (auch in dem Nachtrag
m Kap. VI) sowie alle Einzelresultate rithven von mir allein her, Was
die astronomizschen Anwendungen betrifft, so erkannte Herr Klain die
Voreiige des GauBischen Verfahrens, nach welchem er in jener Vorlesung
insbesomdere das Précessionsproblem behandelte; die Anwendung des-
selben Verfahrens anf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen-
miiflige habe ich dagegen von mir aus hinzugefiiet,  Von dem Problem
der Polschwankungen war in jener Vorlesung fibexhaupt nicht die Rede,
sodal die hier gebotenen etwaigen Fortschritte (Kap. VIII § 6—8)
als mein Bigentum un betrachten sind. Fir die Auffassung der Foucault-
schen Versuche waren die Grundlinien bereits von Herrn Klein vor-
gozeichnet,

Im iibrigen betone ich gern, daB mir das fortgesetzte Interesse,
welehes Herr Klein an der Weiterfihrung des Werkes genommen hat,
gowie die mancherlel Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen
und bei der Korrektur znkommen liel, meine eigene Arbeit wesent-
lich erleichtert haben. Ferner habe ich den Herren Schwarzsehild
und Wiechert su danken fiir viele wertvolle Nachweise und Berichti-
gungen #m dden astronomischen und geophysikalischen Gegenstinden.

Mage das vorliegande Heft nicht nur dem Mathematiler nnd Physiker
von Nutzen sein, der die Mechanik wm ihrver selbst willen treibt und an
der Hand des hier so eingehend susgefihrten Beispiels za einem tieferen
und lebendigeren Verstindnis der Wissenschaft vordringen will, sondern
mige dieses sowie das folgende Heft anch von den Vertretern der Astro-
nomie, der Geophysik wnd der Technik gern wn Rate gezogen werden,
so oft dieselben aof threm besonderen Gebiete mit der Theorie der
Kreiselwirkungen in Berlthrang kommen!

Aachen, im Juli 1908, A. Sommerfeld,



Anhang zu Kapitel VL
& 10. Der auf der Horizontalebenme spiclende Kreisel,

Als Gegenstiick zur Theorie des Kreizels mit festem Stiltzpunkte
soll die Bewegung des Kreizels mit horizontal beweglichem Stittzpunkte
anhangsweise behandelt werden, also diejenige Bewegung, an welche
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Worte Kreigel-
bewegung® denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsichi
lange nicht so weif zu gehen, wie bei dem vorigen Probleme, sondern
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares Bild von dem qualitativen
Charakter der Bewegung entwerfen kénnen. Dies gelingt, mit Um-
gehung aller analytischen Schwierigkeiten, welche sonst anftreten wilrden,
wenn wir mit begrenzter Genguigheit vechnen wie solches im Kap. IV,
§ 9 empfohlen wurde. Wollen wir die Bewegung nur mit devjenigen
Schiirfe featstellen, wie sie elwa die mit blolsem Aunge angestellte
Beobachtung eines gowihnlichen Wreisel-Spielzeugs, ohne besondere
Verfeinerung der Beobachtungsmittel und ohne sorgsame Ausschaltung
von Stirungsursachen liefort, so kiinnen wir uns sogar mit einer recht
geringen Gennnigkeit begniigen. Vom mathematischen Standpunkte
ist offenbar avch eine grobe Niherung logisch befriedigend, sofern avir
den bei unserer Heelosrg sugelossencns Feller obschitzen Finnen.  Auf
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Du-
gegen wiirde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs-
stabes flir die anzustrebende Genanigkeit, wertlos scheinem, durch
Heranziehung hiherer analytischer Hiilfsmittel den Genauwigkeitsgrad
der Rechnung weiter zn verfeinern.

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir voraussetzen,
dals sie vollkommen glatt, also rveibungslos sei, da wir anf die Wirkung
der Reibung im niichsten Kapitel zuriickkommen. Der Gegendruck
der Ebene, die Reaktion F derselben gegen dem Kreisel, ist dann
senkrecht gegen die Ebene, also vertikal gerichtet. Da der Statepunkt
O nicht mehr so sehr wie bei dem fritheren Problem ein geometrisch
ansgezeichneter Puukt ist, werden wir nicht diesen, sondern den
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt S zum  Bezugspunkte im

Klein-Bommerfold, Krelsslhewegung. 38



Rld VI Anhang, Der auf der Horizontalebene spielends Kreisel,

Sinne von Kap. IL, § 2 wihlen, Die Verbindungslinie )5 heilst wie
frither die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale & Die Eni-
fernung 08 werde mit F, die Gesamtmasse des Kreisels mit M be-
zeichnet. Hs werde abkiirzend P = Mgld gesetzt, so dals P wie
frither das Moment der Schwere um die zur Figurenaxe penkrechte
horizontale Axe durch O bei horizontaler Lage der Figurenaxe be-
deutet. Wir npehmen, worin keine wesentliche Spezialisierung liegt,
der Kiirze wegen an, dals das fiir den Schwerpunki konstruierte Triig-
heitsellipsoid eine Kugel sei; der allen Axen durch 5 gemeinsame Wert
des Triigheitsmomentes heilze A,

Als #ufsere Kriifte kommen, da wir die Reibung vernachliissigen,
nur dig Schwere My und der Gegendruck H in Betracht, dessen
Grifse sich aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential der
Schwere ist (bis auf eine willkiirliche Konstante)

(1) V=Mgz = Pcosi,

wo 2= I eos @ die vertikale Koordinnte des Schwerpunktes in dem
in Figuor 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen liefert
der Gegendruck B eur potenticllen Energie keinen Beitrag, da er keine
Arbeit leistet, sondern senkrecht
gegen die Bewegung seines An-
griffspunktes gerichtet ist. Andrer-
seits liefert die Behwere in unserem
Bezugspunkte & kein Drehmoment,
wiihrend der Gegendruck zu einem
Drehmomente Anlals riebt, welches
die , Knotenlinie® zur Axe hat, also
diejenige Linie, welche sowohl aunf
der Vertikalen wie auf der Figuren-
A0k axe senkrecht steht.

Wir fassen wie iiblich die #ulseren Kriifte zu einer Fineellraft
und einer Dyelifvaft (Kriiftepoar) hinsichtlich des Beaugspunltes S
gusammen. Nach dem eben Gesagben ist die Eineellvaft bestindig
vertikal gevichtet und gleich B — Mg, Die Axe der Drehbraft Tiegt
dauernd horigontal wnd senkrechi sur Figurenaxe; der Grifse nach ist
sie gleich dem Momente von B wm 8.

Die wichtigsten Aufsehliisse iiber den Verlauf der Bewegung liefert
uns hier wie fiberall unger Impulssate ans Kap. 11, § 5, welcher uns
in angchaulicher Weise die Sehwerpunkts- und Flichensitze zusammen-
falst. Der Impuls zerlegt sich hier ebenfalls in zwei Bestandteile, den
Einzelinipuls (oder Schiebestofs) und den Drehimpuls (oder Drehstofs).




§10; Der anf dor Horizontalpbene spiclends Kreisel, Hl1o

Die Komponenten des evsteren nach den im Raume festen Koordinaten-
sxen &, 9, 2 werden wie frither mit [X], [¥], [£], die Komponenten des
letzteren mit I, m, n bezeichnet. Wir werden auch die Kemponenten
L, M, N des Drehimpulees nach einem im Kreisel festen Koordinaten-
system notig haben, dessen Anfamgspunkt der Schwerpunkt und dessen
Z-Axe die Figurenaxe ist,

Nach dem angezogenen Impulssatee ist nun die Anderungsgeschwin-
digkeit jeder Komponente des Einzelimpulses und des Drehimpulses
gleich dem augenblicklichen Werte der entsprechenden Komponente
der Einzelkraft und Drehloaft. Aus dem, was wir dber Richiyng
und Axe dieser letzteren bemerkien, folgt aber, dafs die Horizontal-
Lomporenten  des Fingelimpiedses wied  die Verfitalkomponente des  Drek-
impudses wedhrend der Bewegung Fonstant bletben; die dufseren Krifte
becinflussen nur die Vertikaltomponente des Schichesiofzes und die Hori-
zontalkomponenten des Drehistofses.

In Zeichen heilst dieses

(4] [X] = const, [Y]=const, »n = const

Da nach pag 102 [X], [¥] wnd [Z] den betreffenden Schwerpunkis-
geschwindigkeiten proportional sind ([X] = Ma ete.), so sagen die
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dals die Horizontalprojektion des
Schwerpnnktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindighkeit durch-
liuft. Natiirlich steht und fillt dieses Resaltat mit der Annahme,
dafe im Stiitzpunkt keine Reibung softrete.

Nehmen wir den Tmpulssatz fiir die dritte Komponente des
Behiehestolses (bez. den entsprechenden Behwerpunktssats) hinzm, so
erhalten wir:

it
WA g g,

Diese Gleichung konnen wir als Bestimmuwigsgleichung der Realtions-
kraft auffassen; indem wir fiir [2Z] den Wert M2 eintragen, ergiebt sich

(3} R = M =+ JUQ'
Aufser der Gleichung » = const. besteht anch hier die Gleichung
(4) N = const,

wie wir aus dem ,modifizierten Impulssatze” IIb von pag. 145 sehliefsen,
Nach diesem Satze ist nimlich die Anderungsgeschwindigkeit des Dreh-
stolses relativ zwm Kérper nach Ase und Grilse gleich dem Dreh-
moment der fulseren Krifte vermehrt wm die resultierende centrifugale
Drehkraft (vgl. pag. 144). Letatere verschwindet beim Kugelkreisel

schlechtweg, die Axe des ersteren steht nicht nur auf der Vertikalen,
38*



