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PREFACE.

L'étnde systématique des singularités des fonctions analytiques
commenee par la Thése de M. Hadamard paroe dans le Jowrneal ode
Mathematigues, en 18ga. Ce Mémoire, devenu déja classique, a
exerceé d'abord soninflnence par les beaus résultats de sa deuxidme
Partie vonsacrée & U'éluide des singolarvités polaires; toute une
série de géomilees, parmi lesquels MM, Fabey, Leau, Le Ru_}'. ele.
s¢ soul clloreds darriver 4 des résultats également concrets, La
meillenve preuve de fewr sueeés est Pexposé bien connn que
M. Madamard a publié, en 1got, sous le tire La série de Tayior
etson profonzement analyiigie dans b collection « Seientia ». 11
est a remarquer eependant que la plupart des théorimes uins
établiz nefont que déterminer de: conditons suflisantes ou hien
pour que le point 1 soitle seul pointsingulier surle carclede conver-
gence on dans le plan complexe enticr, on bien pour que le cercle
de convergence soit une coupure, et, chose curieuse, souvent les
méthodes bien différentes congues par ces auteurs n'arvivent qus
reproduire les mémes vésultats. M. Hadoward a signalt la cause
dez diffienliés de ees recherches en dtablissant une distinetion
fondamentale concernant les méthodes 3 suivree dans 'élade des
singularités.

Considérons, en effet, une fonetion analytique délinie par son

développement taylorien
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el prar le !H'nlnll,‘.‘,t‘lllﬂtlt analytique de cet Hément de fonction. (1 ¥
a d'aborid des méthodes qui oe supposent avenne restriction sur les
coefficients . [l s'agit donc en ce cas d'étndier les propriéids
ginérales de la lonction anglytigne et en particulier celles de ses
singularités. Vimportance des recherches de ce genre esi £yi-
demment teis grande. Mais il est b eraindee, ajonte M. Hadamarcd,
U ves résullals e restent Imljnu vs PGP pea nombrenx.

O pent supposer d'antre part que la fonction i élndier appar-
tienne i une classe bien connee de fonctions et il s’agil alors de
cavactériser celte elasse de fonctions, c'est-a-dive les propricids
qui la définissent. par les propriétés limites des coefficienis,

Avanl étahili cetie distinetion, M. Hadawsrd, pour mieux assurer
lie progrés des éludes e ee genre, propose de prendre entre ces

puinl.ﬂ de vue GPPusEes e pn.w}ima pntermddiore convenalls.

Cest une Lelle posilion que nous avons tiché de choisie duns le
present O VIAgL.

Pour fuire micus ressoctie Uidée direclrice qui nous & puids dans
ce chuix du nonvean point de yvue, fisons nne remarque sunple
qpui paraitea d'sbord presque hanale, 11 n'est pas exact de dipe (ue
les propriétés de lo fonetion :m:ll}'t.ifluc délinre par une sévie do
Tuylor sonr déterminées par les propriéiés limites des coefficients
de la sére. La forme méme du développement entre aussi en jen
eLson vile n'est pas négligeable, 1 faut done replacer les enef-
ficrents dans la sévie et cherclier des relations entre Pallure de ba
série et Pallure de la fonction. Plus généralement, la détermination
e la fonction e I Ilm]l;n;eumul ;“m|}-|_iq1|e d'une sévie e
Taylor est muthématiquement leés compliquée, ce n'est que logi-
gpuemient qu'elle est réalisée: nows devons conruiérir poar les
nathématiques celle notion purvement logique de la fonclion; en
d’antres termes, il fandra représenter tout le contenn de ce con-
cepl @ laide des moyens dont nous ihsposons dans Panalyse

mithémutique, Vaild le but de la tlidorie générale des fonetions
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analyticues, du moins au point de vue de Méray-Welerstrass qui est
aussi le ndtre. 1 s'agit done d'élabliv des relations & la fols géne-
rales et précises entre fonction ol représentation.

Chiel sera maintenant notre point de voe intermédiaire ? Sanl
dans des cas exceptionnels ou pour élucider des prablemes déja
posés, nons ne ferons avcune hypothése restrictive sur les coel-
ficients @,. Nos résultats entrevont done dans lu théorie générale
des fonctions analvtiques. D'autre part nows choisirons en méme
temps des singulavités plus ou mains parvticoliéres, elles que les
pﬁlus. les points eritiques algéhriques ou algéhrico-logarithmigues.
ou hicn des sincularités plus généeales comme, par esemple, celles
oi 'on suppose que la fonetion seil bornée dans un certain voisi-
nage d'un point ou hicn quielle ne le soil pas. ete., et nous cher-
cherons a ftabliv des relations précises entre ces singularités et
Pallure de la réprésentation (une suite de polynomes ou de fone-
tions entiéres dans Uespéce ) si Von vy substitue Paflixe du point
singulier en question, Amsi, loul en conservanl la géndéralite,
nous aboutirons & des résultats conerets g fevont pactic: dwne
dude plus particulicre des lonctions analytiques. On pourrait
vésumier potre point de vue en disant que nous chercherons &
teprésenter les singulasités par la natnre particuliere de la diver—
genee que la représentation présente au poind envisage.

Toutes les recherches de ce genre sont nspicdes par la troisieme
Partie du Mémoire fondamental de M. Hadamwanl, Mais les voes
profondes de Uillustre géométre sont resties sans influenee jusgu’un
Jour o, i la suile des travaux trés tmportants de M. Bovel ¢t de
ceux de M. Mittag-Leffler. La représentation de la fonction dans ses
pnims. r{':gulicr_-'. a recn une solution aussi génerale l|'|l-i11u|'.l'liI|.lL4.‘-
En effet, =i Fonne spécialise pas la classe des fonclions analytiques
envisagées, I'élude générale de la singularité en un point signibie
Uétude des valeurs réguliéres au yoisinage de ee point. Done on

a é1é ohligé de conquénr d'abord, par une formule aussi simple
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et aussi gomprehensive que possible, les valeurs réguliéres de I
fonction i examiner, Co n'eslque par ess vecherches que le chemin
s'esl ouvert pane e thiorie séndrale des sirgedarités dont nois
tdchons de donner la premidre esguisse dans le pedsent Ouyeage.

Pane rendve plus facile la lecture de ce gui va suivee, nous avons
clablia leur place les propridtés essentielles de chacune des repre-
senlations donl nons nous sommes servl au cours de ce Livee,
Nous avons esperé ré]'mnrll-c pinst aux olenlions de M. Borel &

qui nous présentons iel nos vifs remereiments davoie bien voulu

nous danner 'oceasion d'exposer nos recherches dans sa Collee-
tion. En dehors de Ia connaissance des propridids élémentaires
des fonctions analytiques, les Lecons de M, Lebesgue sur fes
SErees H'r'g'ﬂnr'rl'?!f."f.r-f};:ws sont le senl Onveage dont Lu connaissance
est désirable pour Ia lecture du présent Livee.

Nous ne pouvons pas enfin passer sous silence la collaboration
conlinue et si efficace de M™* Valéeie Dicnes qui n'a jamais cessé
e nous priler son peéciens concours pemdanl tonte la réduction
de e Livee, D Ia démonstration de quelques theorémes nouveanx
Jusquii la vevision des épreaves, elle a pris sa part de tout le tra-
vail qu'exigeair la rédaction, etil v a bien peu de pages qui w'niend

ressenti 'eflet de ses consails soigueus.

Pave Digsas,

B pesst, février rgan.



