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INTRODUGTION HISTORIQUE,

Lintégration des équations aux dérivées partielles forme une
des théovies les plus importantes de Panalyse. Elle doit prineipa-
lement cette importanee aux nombrenx problémes qui eonduisent
4 des équations de cetle espéce. Ses applications se présentent,
pour aisi dire 4 ehaque pas, dans la géoméirie, la physigque
mathématique ot la méeanigue.

Les premiers travaux sur cet objet sont dus & o A benbert (1),
On en trouve cependant déji des (races dans nn mémoire de
N. Bernoulli sur les trajectoires orthogonales (2). 1A lembert
montre que les intégrales de ces dquations doivent renfermer
des fonetions arbitraires, et il a découvert le moyen de déterminer
e nombre de ees fonctions. Cete recherche a anssi ocenpd
Condoreet (%), Tontefois, suivant Cousin (%), qui a raid le méme
sujed (%, Fuler avail, en 1754, intégeé ane cquation de ee
genre (%; il est done fe veritabile inventeur de ce ealeul, quil
a développe dune maniére trés-simple (7). En outre, il o donné
nn grand nombre de demails swe les dquations d'an ovdre supeé-

('} Mémoires de U Aeodéne des sefences de Paris ; ATHT of 4769,

(*} Aeta crwditorm ¢ annes 1720,

(" Mémoires de VA cadfae des seienees de Parvis; 1TTO 4771 00 1772,
1y Moxrvena, Mistoire des matfidmealipues, LT, o 544,

*) Wemnires de Pofeodinie des seienees de Poavis ; 1778, 1785 o0 1784,
"y Miwwires de Ptershonry, t V1L

1) Evnen, fstitutiones colendi fetegeatis, UL Petvapolis; 1770,
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vienr aupremicr. P Alewdbert, qui en fit les premidres applica-
tions aux seicnees physigues, n'avait rien enseigné sur Iy natare
iles intégrales de ees cquations. Cest senlement en 1775, goe
Laplace (V3 a teouvé le moyen de reconunitee =i une telle équation
peut avoir unc intégrale donnée, I a indiqué en méme temps une
méthode de réduction de Péguation du seeond ordre # un sysiéme
d'dquations dilferenticlles ordinaires; mais il n'a traité que les
cquations lindaires & deux variables indépemndantes, Dans e
méme travail, on trouve cette remarque importante que les
dquations dilferentielles ordinaires sont des eas partiealiors es
daquations aux derivées partielles, 1 suflit, dit Laplace, d'égaler
i aorn les coeflicionts des dérivees relatives & Pune dos deny va-
viables, y par exemple.

La méthode de Laplece suppose que Ton fait disparaiire denx
les trois premiers termes de équation proposée, Legendre (*),
en ftadiant Péguation des sorfaces minimums, @ ¢ eomduit &
ung méthode nonvelle dintégeation qu'il a pu dendee anx dqua-

tions non lindaires du second ordre & deax vaviables nddpen-
dantes. Cette question des surfaees minimuoms avait déji ¢
traitée par Monge (3); qui en a domne une solution remarquable,
déduite de eonsidérations géoméiriques, Pen de temps aprés (#),
Monge exposait une méthode d'inégration des cquations lindaives
du second ordre, méthode abawdonnée plos tawd, ev de Eapuelle
il n'érait eependant pas diflicile de conclure plusicurs des résnliars

trenvds longlemps apreds par Awpicee,

(') Méwmnives de I Aeadéimie des seiences de Poris ; 1TT4.
(%) fheed, ; 1THT.

(%1 Mosae, Application de Peelyse @ e géomdtre, — Mdmoires ides -
sl élroggers oo I denddngie e Paris ; 1775, = Miscellunea frarinenda ;
I7TT0-17735.

49 Mimoires e I femdémie des seiences e Povin; 1T84,
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Lagrange a fait faire le plus grand pas i eeue théorie (1), cn
intégrant les équations du premier ordre 4 un nombre queleonque
de variables. Il est le premier qui, aprés Euler, se soil oecupé
de Vintégration par les séries (), méthode appliquée plus tard
avee lant de suceés par Poisson (7). Dans son premier mémoire,
Lugrange a résolu le probléme pour les équations du premier
ordre & deux varinbles indépendantes. 11 a maontré que, si 'on
peut tronver une intégrale du systéme de trois équations ordi-
_ naires du premier ordre, i quatre variables, auquel il raméne le
proebléme, il ne reste plus & intégrer que deux équations diffié-
ventielles du premier ordre 4 deux variables chacune,

En 1784, Charpit présenta i U'Académie des Sciences un
mémoire , dans lequel il exposait une méthode dintégration des
equations non lincaires i deux variables indépendantes. Cette
méthode consistait @ joindre, & I'équation proposée, une autre
de la méme forme, de maniére & en déduire les valeurs des dé-
rivées particlles p, g, puis & intbgrer Uexpression dz = pdx-+qdy.
Charpit étant mort peu de temps aprés, son wavail ne ful pas
imprimé. Cependant, on trouve dans plusicurs endroits des appli-
cations de sa méthode (%), 1 lavait étendue au eas de plusicurs
varisbles indépendantes ; mais elle conduit slors & des caleuls
trés-piénibles.

Legendre a aussi donnd (*) une solution par un changement
de variables inddépendantes, en prenant, pour variables nouvelles,

(') Mémaires de PAeadémic des sciences de Berling 1772, (774, 4779 ot
17885,

"} Mécaniyue analylique.

(*} Sowrnel de P Ecoie polytechiique , 15¢ ealijer, — Thémie de b claloer.

(% Lacnoax, Praitd de catenl différenticl ef do caleud intdégral , G 11 p. B8,
Paris; 1814, — Boowx, Uebor cine particlle Differentintyleichuig, Jovnsaw

ok Crenie, L LXL, p. 323,
(%) Méwvives de UAcadémie dog scionces de Pavis; 1TET.
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les dérivees poog, dont o, g, devieneent aloes des Tonetions,
Plaff (V) cssava vainement d'éendree o méthode de Lagrange
aux equations condenant un nombre queleongue de variables. En
stivant wne autre ronte, el en généralisant la question, il en
donna une solution remarquable. Sa méthode porte le nom de
Probline de Plaff: clle consiste dons Pintégration de plusicurs
systémes d'équations ovdinaives simultandées, dont claenn ven-
lernme deax vaviables de moins que le préeddent; elle o &6 reprise
plus tard par beaueonup de géoméires, enire autres par MM, Na-
fani () et Clebsel (7). Elle a é1¢ anssi Pobjet des premiers iravauy
de Jacobé (*), qui v apporta quelques simpliffeations remar-
||FIn]J|E£. Copendant, une énde plus approfondie des dquations
ile la mdeanigue (%), ¢amblics par Lagrange (%), et translorndes
par Podsson (7)ot Mamilton (%), ve torda pas b faire suivee ao
géométre allemsand une nouvelle voie : il reconnut que 1 devait
secteonver T solviion du probléme que ses prodéeesseurs n'avaient
pu résoudre eomplétement. Hamilton avait monteé la counesion

quiesiste entre intégration des cquations de Ly dynamigue e Uin-

tegration des copuations aux derivies particlles dua premier onidre,

{*] Prarr, Methodas genceatis neqgnationes difforentiorwm partiodivm info-
graeeli, Ménmnes ve cAcanenie e Benvs; 181810, p. T,

{’:l Nataxi, Leber tofele wid peocticllvi Dffervitiofyteichumgen, Joursan v
Cnevee, L LVIIL

) Coensen, Eeber dus Pfaffche Profiewme, Jovessw pe Cuive, G LEX,
LX, LXT et LXY.

(Y dacomy, Eeber obiv Pfuffsehe Tndegradiones Mothods, Jorssae o Cueeee,
tomes et XVIL — Jowenad de M Lidoweddle , 1 1L

(%) dacomr, Vertessgen siber Dynamik, Berling 1806,

(%) Mécamipe analglipue,

(") PPewsson, Swr o variotion dres constentes arbiteaives daes os peobdénges
ol wdemgee, Jovisas ve 3Ecove coLyreonsigre, 15 enbier,

(*F Waminron, oo geaeead wetfesd i dynamies ;. Privosormnesy Toass-
atmons; 1834,
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Le probléme de Fintégration d'un systéme de 2n dquations
différentieles simultandes avguel est ramend un probléme quel-
conque de méeanigque, dépend, dapres Hamilton ('), de la re-
cherehe Fune intégrale eommune i deas dptions aux dévivies
pavticlles du premier ordre, dans lesquelles la fonetion inconnue
figure senlement par ses dévivées partielles. Cétait une premiére
élape vers la solution générale de ees denx problémes, Mais, on
le comprend, les magniliques iravaux ' Hamillon ne pouvaien
étre dune grande wilie. 11 fallait le grand génie de Jacobi
pour élugider cetie question. Reprenant les théories ' Hamiltou,
Jacobi (2) démontra dabord qu'il est inutile de former les dens
équations aux dévivées particlles du géométre anglais. I prouva
quiil suflit de chercher une solution compléte d'une seule équa-
tion sy dévivées particlies du premier ordree, Gquation facile o
construire. Mais ee n'élait encore gqu'une bicn faible simplifi-
cation, car, lorsque Ton voulait iniégrer, par la méthode de
Plaff, cetie dquation aux dérivées particlles, on avait & intégrey
plusicurs systémes d'équations  dilférenticlles ordinaires, doni
I'nn est précisément le systéme dynamigque primitf. Cependant
Jacobi montra plus tavd qu'il =ulliv diniégrer le premier svsiéie
de Pfaff, pour obtenir une integrale compléte de Uéguation aux
dérivées particlles proposde, Mais ce systéme, comme nous ve-
nons de le dire, n'est antre que le sysiéme dynamique proposé,
el ba simplication w'élait quiapparente. Aprés avolr essaye sans
résultat de donner i la méthade de Plaf une forme plus simple,
Juaeobi parvint o une nouvelle méthode dintégration (5), qui

{") Wamiures, On e gereral wolfod i dynamics, Puovosormcan Trans:
acTiossy 1850, p 100,

%1 dacorr, Vorlssumgeo tiber Dynconik, — Jal résumé lous ees Wavaus dans
miie Misuire sur Cintdgration des cyuations de lnndeesigee, Briuxelles; 1871,

(%) dacor, Nova methodis avquationes differealiales partiales prim ordings
inlegransdi, Joursar pE Cuelie, o LX, p. 1.
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renverst outes les autres; il a réduitle probléme & intégration de
certains systemes d'equations simultanées lindaives aux dérivées
particlles du premier ordre. 11 {it connaitre en méme lemps une
méthode remarquable dintégration de ees systemes. |1 montra
qulil n'est pas niéeessaire de connaitre, pour chacun de ces
systémes, Vinwgrale géndrale commune, mais seulement une
solution particulicre.

De son edtdd, M. ffeorges Boole (1), professear i Cork, diait
arrive, par une méthode un pen différenie, aux mémes résultats
que Jacobi. Enlin, Bowr (*), complétant les travaux remar-
ruables de Jacobi sur les équations de la dynamigue, et sur les
Gipuations aux dévivées |-J|iil'li{‘"l'.h‘i, a indiqué Ta marche & suivre
pour trouver lintégrale eompléte d'un systéme d'équations simul-
tanées aux dévivées partielles du premier ordre non linéaires.

En 1819, Cawchy () avait déjd montré, aniévicurement i
Jacobi, que le probleme de Pfaff peut se véduive & Vintégration
un geul sysiétme déquations dilféremiclles ordinaives. 1 donna
plus tard (*) une nouvelle méthode pour Fintégration des dqua-
tions any dérivées particlles. La théarie de Canehy o ¢1€ exposce
et perleetionnée por M, Serred, dabord dans des notes insérées
i lo Gin du Traité dldmentaive de calcul difféventiel et intégral
de Lacroix (%), puis, dans les Aunales de U Ecole normale supi-

ricure de Paris (%), Enfin, tous les teavaws de M. Sereet oni ¢ié

(") Boove, Ow the differenticl cquotions of dynmpics, Pnicosoemican
Transaerions; 1863, p. 485,

(") Bovm, Sur Cintégration des éqeations anz divivées particlies du premier
o du seconed ordre , Jovwsan ve v Eoone vovreenyioue, 30 calier,

(%) Bulletins de te Socidtd pldawatipee; 151%

(') Caveny, Mémaire sy Pintigrotion des dqnalimis o déricdes porrficfies
di premice ordre, EXERCICKS DANALYSE ET DE PUYsioUE sATREMATIOUE, 1 11,
. 258; 1841,

(%) Tome 11, pp. 257 et suiv, Paris; 1861,

%) Tome L, pp. 143 et suiv.



