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Hechszehnia Vorlesung.®

Allgemeine Kigenschaften der KEegelschmitte.

Man kann dis gerade Linie als den geomotrischen Orl aller Fankte anf- g

fassen, deren Coordinaten eimer heliebig gegebenen linearen Gleichung ge-
niigen. Unter diesem Gesichisponkte wird der geometrische Ort aller der-
jemigen Punkte, deren Coordinaten einer belishig pegebenen Gleichung des
zweiten Grades peniigen, eine Curve aweitor Ovdnung oder kiirser Kagel-
schnitt gemant, Der lotztore gebrSuchlichere Name ist der dlieren syothe-
tischen Racmpgeometric entnomamen, welche die Curve ale den S¢hnitt einer
Ebeno und cines Rotationskegels definivt.
Dia Kegelschnitt Gleichung besteht im Allgemeinen aus sechs Glicdern,
wovon drei der sweiten Ondnunyg, swel der ereten Urdonong und ein Glied der
+ pullten Ordaung sind in Hiaekeicht anf die rechiwinkligen Coordinalen v und
¥ des variabelen Punktes. Machen wir jedoch die Gleichany durch Einfthrung
der homogenen Coordinaten homogen und begeichnen mit f(2,,#) einen Aus-
drack von der Form:
1y floya)=aya* 4+ a8 + a2 + 20,50 + Boyae 424, 0y,
so wird mach der pegebenen Definition fiz,y,2)=10 die aligemeins Form der
Geichung eines Kogelschnittes sein nud die Verhiltnisse der sechs Coefficienten
& in der Gleichung werden die Na,h:.r und die Lage des Eogelachnittes in der
Ebene bedingen.
Boll der Kegelschnith durch einen Punkt gehen, dessen homogene Co-

_ ordinaten gegeben sind, 50 miissen diese, an Stelle der varigbelen Coordinsten
gesetat, der Gleichung gentigen. Dieses giobt eine lineare homogene Bedingungs-
gleichung zwischen den sechs Coefficienten. Trurch finf sclcher Bedingungs-
gleichungen werden die Verhilltnisae der gechs Cnefﬁmenten  unzweidentig be-
stimmt sein. Man kann daher sagen:

* Diege Vorlesungen rind die Fortseteong meiner finfeehn , Vorleaungen moe
der apalytischen Geometfrie der peraden Linie, des Punktes und des Kreises.
Teubner- 1875 Bie setzen die Bekqnutachnft dee Tewers mit den Daterminanfen
voraus, etwa in dem Umfange, ale sio in meinerEchrift [ie Determivanten, Teubner
1878% vorgetragen amd ie Kcm:tms!s der Regeln des Differentiivens wird eben-
falls vorausgesetzt, ~

Hyssw, Yorissnmgan. 1



2 Allgemeine Eigenschaften der Eegelschuitte,

Durch fiinf beliébig gewlhlte Punkte in der Kbene l18sst
gich im Aligemeinen nur ein einziger Kegelschnitt legen und
dieser Kegelochnitt ist in allen seinen Theilen dursh die fénf
gowhhlten Punkte vollstéindig bestimmt

" Der Kegelzchnitt kann ein Linienpaar werden, wenn die fiinf gpegebenen
Punkts eine specielle Lage haben; er kann sogar illusovisch werdsn, TUm
dieses nachzuwelsen, milssen wir die Gleichung des Kegolaehmttes aolbst anf-
stellen, der durch fitnf peiner Punkis gegeban ist.

Wenn wir die homogenen Cogrdinaten eines belishigen Punktes auf ginem
Kegelachnitta mit x, %, # bogeichoen und mit angehfogten Indices dis Ca-
ordinaten der fliinf gegebenen Punkfe desselben, so haben wir folgende sechs
FHeichungen :

Flaagn ) =0, fleg, doo) =10 Fl& g 0y) =
o) =0, flr,ga5)="0 f(g,u.5)= C' .

Dig Elimination der seche zu bestimmenden Coefficienten a ans diesen
(Heichongen ergiebt die (leichung des Kegelschuittes, der durch die finl be-
reichneten Ponkte goht :

2) A=10D,

weun wir mit A dis Determinants bezeichnen

2, % A wa ez ay

#% % 5L owmE mE T

i vt wgh Bt Wyt BTy 5

3) | By T A ;

gy Yoo By Hafa AE By
zl ¥l 8k e mm o,
% ¥ gt Mt BT ¥s¥s

denn es verschwindet die Determinante o, so oft man filr die variabelen Co-

ordinaten dis Coordinaten eines dor finf Ponkte sofzh

Tn diese Detor minante dassen sich die Ausdriicke:

U=gzt+by+ce
Ui =axz + by, 405,

i

sinfilhren wie folgt.  Wir multiplisiren die Elements der ersten Vertikalreibe
mit a wnd addiron dazo die mit & multiplicirten Elemente der letaten und die -
mit ¢ multiptcirten Elemente dor vorletzten Vertikalreibe. Dadureh wird:
| =0, & & yn en 2y,
A i ally, wh o wn an, 4w |
a Uy o' o s mefy, T
Multipligiren wir in disser Determinante die Klements der sweiten Vertikal-
raihe mit b und addiren dazu die mit @ multiplicirten Elemente der letaten und
die mit ¢ multiplicirten Blemente der vierter Vertikalreihe, multipliciren end-
lich die Elemente der dritten Vertikalreithe mit ¢ und addiren daiu die mit a




Allgemeins Higenschaften der Kegelschnitte, 3

multiplicirten Elomente der vorlefzten und die mithmaltiplicirten Klem ente dar
vierten Vertikalreihe, so erhalten wir schlisaslich:

[ 1 ZA T E 1 1 e, Ex,  xy
| a0, w0, | ne, sn, &
| By y—;s Bl alh | piey tmm

(ol by 5Us | wes oo, oy
U, wls 20U gmn 50, 20,
5l w:Us 200 #hea mds ot

Diese Detorminante iat dureh Striche in vier Quadrate getheilt. Wenn
yon den flinf gegeberen Punklen des Kegelschnittes die drei letaten m einer
geraden Limie lisgen, die dureh die Gleichnng 7 = gegeben ist, so ver-
sehwinden sfimmtliche Flements des links nnten gelegenan Quadrates und die
Determinante selbsl xorfillt in das Produkt von zwei Doterminanten der Art,
dass man hat;

4) alicd=

0, gU, a7 Hafyr BaTy  Taly
abed=|nl," yU, ¥, Yol Eglty Iyl
s 9ol 20y Yty BTy Bl

oder oinfacher:

) sbeA=UUT; | 5. w, & Yily Byl B |
) Do Wo By Ypka Hs¥p Tl
Es bawaist diesea den Sata: ;

~ Wenn von ftinf gegebenen Punkten eines Kegelschnitfes
drel Punkte anf einmer geraden Ticie liegen, ao zerffllt der
Kegelschnitt in £wei gerade Linien, von welchen die eine du ch
die genannten drei Punkte geht, dia andere dienoch fibrigen
Punkte verbiodet,

Nach diesem Hatze wird der durch finf Punkte bestimmis Kegelschnitt in
zwei gerade Linien serfallen, wenn vier von diesen Punkten awf einer geraden
Livie liegen, und diess gerade Linie wird ein Theil des Kegelachnittes sein.
Den zweiten Theil bildet aber eine jede- gerade Linie, welche durch den fiinften
Punkt geht. Es kann demuach der Eegelschnitt nicht vollstindig bestimmt
sein, withrend seine (leichung 2) doch nichis Unbestimmter enthiif. Dieses
Puradoxon werden wir lsen, wenn wir nachweisen, dass die Gleichung2) 4=0
unter der angenommenen Bedingung eine identische Gleichung wird und dea-
halb keine Kegtlschnitt- Gleichung sein kann,

Wenn U =0, =0, =0}, U,=0 die Gleichungen der vier ersten
Punkte des Kegelachnittes sind, welche der Armahme nach auf einer geraden
Linie liegen, so haben wir unter 36) der neunten Vorlasung nachgewiesen, dasa
gich vier Factoren ® der Art bestimmen lassen, dass man identisch hat:

U o, U, U3 4+ %, T=0.

z, @ ok H Yaks FByly Tyl

1*



4 Allgemeina Eigensehaften der Kogolschnitie,

Diase in Rieksicht anf die Variabelen w, v, 0 {denticche Gleichung 14se t
sich auf in folgende seehs Gleichungen: )
me® 4 omrd 4 ownt + ok zd =0
)t oyt R+ ot =0
6) et o+ %a’ + owE + ol =0
X Hola gyt Xy Upty + xyE, =0,
%2, oy % B, - w1y By o KR, =0,
Rox, gy + e Tyl + Xy ¥ty + %%, =0
(Gehen wir nun zuriick anf die in 3) aufgestellte Determinante. Wenn wir
in derwelben gu den mit %, mnltiplisirten Elementen der zweiten Horizontal-
reibe addirer dis mit », multiplicirten Elemente der dritten Horizontalveilia,
wenn wir forner dazm addiren dis mit x; muMiplicirten Flements der vierten
und die mit #, multiplicirten Flementa der fiinfien Horizontalreibe, so erhilt
dia Dotermingnia nor den Factor %,. Bs verschwinden aber auf Grond der an-
gegcbenen Gleichungen 6) sfimmtliche Elements der zweiten Horizomtalreihe
und man hat eina von selhst verwchwindends Determinante x, 4, die gleich
Null gesetef, nicht mehr der analytische Ansdruck einer Curve sein kann,
. Der Kegelschnitt f{z,¥,2) =0 wird ¢io Linishpaar sein, wenn der linke
Theil der (leichong in zwei lineare Factoren 4 wnd B zerfillt der Arb, dusg
man identisch hat:
Lfixy¥ =ABR.
Aus dieser (Heichung gehen wiedar identische Gleichungon hervor, wemn
man diesetbe nach deu Variabelen partiell differentiirt:
.. BB, 84
4= =AE+R&T_~;_'
i 2B 74 -
o=42+838
2B ad
A=A+
Lisst man in diegen {*leichungen die Varisbelen der Coordinaten des
Behnittpunktes der geraden Linien A = () und B =10 bedeuten, in welehe der
Kegelschnitt zerfills, so nehmen sie die einfachere Gestalt an:
7 Fy=0, [i)e=0, fiH=0
und das Hesultat der Elimination:
Bogr  Fore G
8) Gy By Oy | =0
B gy ey
wird die Bedingnng sein, unter weleher der Hegelechnitt f(x,y,£) =1 in ein
Lanionpsar zerfillt, Hs ist dieses diesclbe Bedingungsgleichung, welche wir in
5) der achien Vorlesung auf einem andern, weitlinftigeren Wege abgeleitet
haben. Wir wollen es jedoch nicht verschweigen, dass das gleichzeitige Be-
stehen der drei (leichungen 7} in vielen Féllen ein durchsichtigeres Kriterinm
{lir ein Linienpaar ist, als die Gleichung 8). ;
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Dir Determinante suf der linken Seite der (Heichung R)heisst die Defer-
minante der Function fz, v,2), weil ibre Eloments die gweiten parliellen
Differentialquotienten der Funetion sind. Auf Grund dieser Difinition kéinnen
wir non den Satz anssprechen:

1] Wann f(r,g,2)=0die homogena Gleichung eines Kegali
schnittes iat, 50 ptellt dieselbe ein Linienpaar dar unter der
Bedingung, dass die Determinante der Functlion [fiz,p7) ver-
pehwindet.

Irgend zwei durch ihre Gleichangen in gewihnlichen Punkicoordinaten
gegebens Corven schoeiden sich in Punkien, deren Coordinaten den beiden
Gleichungen zugleich gentigen, Ky ist daher dis Zah) der Sehnittpunkte sweicre
Curven gleich der Zahl dar Worthepaare der (loordinaten, welehe ihren (Gleich-
nngen zuglsich genfigen. Iat die eine Unrve ein Kegelschmith, die andere eine
gerade Linie, und man setzt don Werth von g ans der Gleichung der geraden
Linie in die (lleichung des Kegelschnithes, so erbiilt man eine quadratische
Gleichung in 2 und jeder Wurzel dieser (ileichung entspricht ein Werth von g,
der pich ans der Gleichung der geraden Linie bercehoen lisst. Man kann da-
her sugen:

Die gorade Linie schneidet den Kegelschoitt in zwel
Punkten.

Hieranf bagirt die Aufeabe.

Die Gleichuong des Ponkiepaszoazn begtimmen, in welchem
ein gogebener Kegelschnitt von siner gegebencon geraden Linie
geschnitten wird, ~

Wenn ( i

fley e =0,

10 a2+ by 4co=10
dig (Meichungen des Kegelschnittes und der geraden Linie sind, nod man ver-
steht unter ax, ¢, ¢ die Coordinaten irgend oines der heiden Schanittpunkte,
50 wird

1ty uz -t oy we=()
die Gleichung des Behnitbpunkies eelber sein.

Die Elimination der homogenen Punkteoordinaten ava den anfgestellten
Gleichungen giebt die Gleichung des gesuchten Punktepaares:

12} fibewe —co, c — atw, av— bu) =1,

Dasz diese (leichung ein Punkiepear dargtelit, wird man such darvaus
ersehen k8nnen, dass der linkeThell derselben wirklich in zwei lincare Factoren
zerfiillt, wofilr wir die Bedingungen eben zuvor entwickelt haben.

Um die Frage nach der Zahl der Schaittpunkte zweier Kegelachnitte zur
FEntscheidung zu bringen, ordoen wir dis in gewlbrlichen Punktcoordinaten
gegebenen Kegelschnitt-Gleichnngen nach den Potenzen der Variabele y:

oy a5+ “uyg':ﬂs
byt B+ oyt =,



