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FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Les personnes qui veulent étadier la théorie des fone-
l}uns clliptiques onl certaingment d'excellents ouvrages

a leur disposition : les Fundamenta nova de Jacobi, les
OFuvresd'Abel, ouvrage plus ancien de Legendre, sont
des chefs-d'eeuvre qu’il est bon d'avoir lus quand on vent
approfondirla théorie des fonctions elliptiques. Le Traité
des fonctions doublement périodigues, de MM, Briol et
Bouguet, résume aujourd’huoi presque tous les faits aciuis
a la Science sur cette branche intéressante de 'Analyse;
mais il n’existe pas de Traité, pour ainsi dire élémentaire,
dans lequel on puisse prendre une idée suflisamment
exacte de la théorie des fonctions ellipliquues, saus cepen-
dant Papprofondir dans tous sus détails,

Nous croyons doue faire une chose utile en offrant
aux lecteurs des Noupalles Annales une théorie des
fonctions elliptiques résumaut levwrs propriéiés les plus
importantes, et lenrs principales applications a la Géo-
métrie et & la Mécanique.

MNeous n'avons pas 'intention, disons-le immédiate-
ment, de suppléer i la lecture des grands mattres; nos
articles devront surtont avoir pour but de faciliter cette
lecture et d'en inspirver le godt,

L. — Fonet. effipt, 1
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KMOTIONS PRELIMINAITES.

Avant d'aborder la question des fonctions ellipliques,
nous lerons connaitre quelques principes rvelatifs & la
théorie géndrale des fonctions.

Nous représenterons une imaginaire » -y \—1 par
un point dent les coordonndes seront T el 7, on par ine
droite dont la longueur sera le module re= \.rm,
faisant avee Uaxe des 2 un angle 8 égal & Vargument de

&4y y/—i. Cet argument sera daillenrs pour nous

l'un guelcongue des angles ayanl pour cosinus T et pour
e
stnms L.
.

Quand nous dirons que le point & +) -.'-"L 1 déerit
une conrbe, il Faudra entendee par 1a goe le point dont
les coordonndes sont a2, y déerit cette courbe, On peut
eonsidérer 'expression X 4+ Y \—1, ot X et Y sont des
fomctions de et y, comme une fonetion de x + 5 \,."—_.1__
Cauehy se placait a ce point de vue, mais nous ne con-
sidérerons que les fonctions de x4y \.'I'—_l ayaul une
dérivie unigueect bien déterminée. Cette condition d'avoir
une dérivée unigue impose & X et ¥ certaines propuiéiés

que nous allons faireconnaitre, Ladérivéede X Y \,l’— 1

esl

dx dx — fdY dY
IX -+ dY 1‘."'—_l_ Eu’x—!— *:l:']*:f{r —+ 41 (de+ Edj)-
de 4 dyy—1 £ dx -I-({rv,l":_; !

5 o - d}_ ¥ ¥
et, pour qu'elle soit indépendante du rapport 5o Cesta-

dire de la maniére dont dx - dy \,f: tend vers zéro,



o
il faut que

%  ——dY dx

dr

Fon lon conclut, en égalant les partics réelles et les cocl -
ficients de \.’f—_-—- 1,

dX _4Y dY  dx .,

i o e R
Nous snpposerons ces relations tonjours satisfaites; d'ail-
lenrs, la maniére dont on prend les dérivées des lonctions
que I'on rencontre en analyse prouve que ces fonctions
n'ont qu'nne senle dérivée.

Une fonction qui v'a gu'une dérivée en chaque point,
¢'est-d-dire pour chagque valear de la variable, a quelque-
fois €16 appelée monogine.

Une fonction est dite monodrome dans une partion G
dun plan, quand, le point qui représente sa variable {on,
pour abréger, quand sa variable) se mouvant dans celte
portion Cdu plan, la fonction reprend toujours la méme
valeur quand sa variable repasse par le méme point,

Les fonetions hien délinies, telles que les fonclions ra-
tionnelles, le sinus, le cosinus, 'exponentielle, ete., sont
mopodromes dans wute 'éendee do plan; car, leur va-
piableétant donude, elles sont entiérement définies. Iln'en
estpas de méme des fonctions irrationnelles s ainsi, pone ne
prendre qu'un seul exemple, s —a ou Ve 4y —1—a
west pas monodrome i Piniéricur d'un contour conte-
nant le point a. _

Imaginons, en ellet, que le point z, on x -y \,J:'_. i

{*) Pour Vintorprétition do ces formnles, voir lo Traizé des fonction

domblement périodiques, de MM, Triot el Bouguet, '
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déerive un cercle de rayon rayunt pour centre le point a,
on sait que la droite qui représente la somme de denx
imaginaires est la résultante des droites représentant
uhm;uc'parlie de la somme (*): la droite 7"V, qui re-
présentera la somme 3 — a, sera dong la résultante des
droites qui représentent 2 et — a. Cette droite est eelle
qui va du point - a au point z. Supposer gue le
point = déerit un cerclede vayon » antour do puint a,¢'est
done supposer que le module r de =2 — a = re®V=" reste
cometant. EE‘IEI. PDEé:‘ Lo | I

¥
\n":—ﬂ': { <3T:,

(.'_Iue le point 5 s menve sur le eercle en tournant dans
le sens lmﬁitif {{:ﬂui dans ]E.'qunl les nnghzs croissent en

= Tt i 2k ] .
Trigonométrie ), § va croitre ainsi que = Mais, quand

§ aura varié de 27, le point # sera revenn & son point
de départ, et 2z aura repris sa valeur initiale; il n'en

sera pas de mime de \Jz — &, e.]ui sera devenn

1 A4 = i B
5, Ty g
rle * =—rig"

et qui aura changé de signe.

DES INTEGRALES PLISES ENTRE DES LIMITES IMAGINAILES.

La fonction f{z) de la variable imaginaire

s=g-Ery—1

(") Foir 'Duvrage de Mourey sur Fa vraic théorie des guantitds pré-
teadues imaginaires ; sur le Calenl des dquipallences {Nowvelles Annales,
3% gorie, L VI, 180g); mon Fraitd d dlgébre; Vhuvrape de M. Briot
el Bouquel déji eild; ote.



